11 Zasada rozszerzania

Zasada rozszerzania pozwala na rozszerze-
nie dziedziny funkcji matematycznych z
tradycyjnych zbioréw lub ich elementow
do zbiorow rozmytych. Odwzorowanie
podzbioru (lub jego elementu) dziedziny
funkcj1 na podzbidr (jego element) prze-
ciwdziedziny zostaje rozszerzone do od-
wzorowania przez funkcje zbioru rozmytego
dziedziny na zb10r rozmyty przeciwdziedziny.
Jezeli funkcja odwzorowuje zb1or A na zbi6r
B, to B nazywamy obrazem A utworzonym
za pomocq tej funkcji.

Zalozmy, ze mamy przeliczalng przestrzen
X = {z1,29,...,xp} oraz zdefiniowany na niej
zb10r rozmyty A:

A= pig (1) /o1 + pa (w2) fro + 4 pg (2p) [2p.



Jezeli mamy funkcje y = g (x), ktora od-
wzorowuje przestrzen X na Y, to zasada
rozszerzania pozwala na wyznaczenie od-
wzorowania zbioru rozmytego A przez tg
funkcje na zb10r rozmyty B:

B = g(A)=ps(z1)/g(x1) + pa(z2) /g (z2)

+.. 4 pa (zp) /g (zp) -

Poniewaz w powyzsze] rOwnoscl znak
+ oznacza sumeg logiczna, to w przy-
padku funkcji nie bedacych réznowartos-
ciowymi (nie bedacych iniekcjami) sto-
sujemy operacje sumy zbiorow, tj. s-
norme¢ (najczescie] operacje max). Przykia-
dowo, jezeli dla dwoch elementow z; 1 «;
dziedziny mamy tq samg wartosC funkcji
g(x;)) =g (xj) = y, to wartos¢ funkcj1 przy-
naleznosci zbioru B dla elementu y wyz-
naczamy Jako: i (z;) xg pa (), gdzie xg
jest s-norma S.



Ogdlnie mozemy zapisac:

pp(y) = ks palz),
. . - {zlg(x)=y}
gdzie ¢ jest wieloargumentowq s-norma

S.

Dla zbioru {z|g(z) = y} ograniczonego od
gOry zastepujemy operacje maksimum op-
eracjq supremum;:

pp(y) = sup g (z).
1zlg(z)=y} .
PRZYKLAD: Zdefiniuyymy na dyskretne;

przestrzeni nastepujacy zbior rozmyty A:
A=02/—-2+08/—1+1/0+0.7/140.1/2,

oraz funkcje y = g (z) £ 2* — 2. Stosujac
zasade rozszerzania z operacja maksimum
jako s-normg otrzymujemy nastepujacy
zb10r rozmyty B:
B=1/—-2+(0.7v08)/—1+4+(0.2Vv0.1) /2
=1/ —2+40.8/ —1+0.2/2.



y = g(x) =2
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23.Zastosowanie zasady rozszerzania.
Rozwazmy bardziej ogolng sytuacje gdy
mamy funkcje wieloargumentowq y =
g(x1,29,...,2n) 0 dziedzinie X; x Xy x ... x X,
1 przeciwdziedzinie Y. Niech A, A, ..., A,
beda zbiorami rozmytymi zdefiniowanymi
odpowiednio dla przestrzeni X;,Xo, ..., X,,.
W tym przypadku argumenty funkcji
1,9, ..., T, MUSZa przyymowac okreslone
wartoscl jednoczesnie aby wyznaczy¢



y = g(x1,29,...,zn). SUgEruje to powigzanie
argumentow funkcji operacja ,,I”, ktora
modelujemy przy pomocy t-normy T 0z-
naczanej] »r. Wynikiem odwzorowania
zb1orOwW Aj, A, ..., A, przez funkcije g jest
nastepujaco definiowany zbior rozmyty B
okrf:élony naY:

sup
{(x1,...,x0)|9(x1,...20)=y } : g_l (y) # 0,
a, (1) *7 o x7 g, (Tn))
= g (y) = 0.

Oczywiscie ogodlnie mozemy stosowac
dowolng s-norm¢ S w miejsce operacji
supremum.

Jezell przyjmiemy teraz szczegdlny przy-
padek, gdy zbiorem rozmytym A jest single-
ton o funkcj1 przynaleznosci u 4 (x) = 6z 4,
to na podstawie definicji singletonu oraz




warunku brzegowego s-normy mamy:

upy) = ks Orgy = ( g 1)
)=y}

{z|g(z)=y} {r=w0|g(z

*xq ( *S O) — 5y7y0,
. {z7#w0lg(x)=y}
gdzie yy = g(zp). Czyli w tym przypadku

dochodzimy do klasycznego rozumienia
funkcji, gdzie jest to odwzorowanie jednego
elementu.

12 Liczby rozmyte

Liczbq rozmytq nazywamy wypukly 1 nor-
malny zb10r rozmyty o ograniczonym
nosniku definiowany na osi liczb rzeczy-
wistych R, oznaczany jako A. Liczby
rozmte doskonale nadajq si¢ do modelowa-
nia niepewnosci zawarte] w stwierdzeni-
ach jezyka naturalnego dotyczacych liczb.
Przyktadowo mowimy ,,temperatura wynosi
okoto 23°C” lub ,,dlugos¢ dywanu jest



pomigdzy 3 a3.5m”,

Podstawowe operacje arytmetyczna na
liczbach rozmytych mozemy zdefiniowac
korzystajac z zasady rozszerzania. W
tym przypadku w miejsce argumentow
operacj1 arytmetycznych wstawiamy zbiory
rozmyte. Stad dla liczb rozmytych A i B
definiyyjemy dodawanie:

pni.=(z) = sup pi () > s (y),
ASD {(x,y>x+yz}[ 4 5 )

odejmowanie:

pni-m(z)=  sup pr () > g (y)|
Ab {(x,y>|xyz}[ A 50

mnozenie:

pion(z)=  sup |pg(@)<rps(y)|
cAes {<x,y>|xyz}{ A )
1 dzielenie:

piom(z) = sup (@) s (y)]
b {(a:,y>|x/yz}[ A 50



Powyzej zdefiniowane dodawanie liczb
rozmytych jest przemienne 1 1aczne oraz za-
chodza rownoséci: A¢ 0= A, A® (—Zl) =0,
Ag (—E) — A& B. Jednak rozdzielno$¢
A® (E@é) — (Z@E) D (ﬁ@é) za-
chodzi jedynie dla jednakowych znakoéw
B i C. Mnozenie jest laczne i przemienne,
zachodzi A ® 1 = A, ale nie obowigzuje
A® (Z) .Y

Liczbe rzeczywista b mozemy traktowac
jako singleton o funkcj1 przynaleznosci
b5 Wstawiajac b w miejsce odpowied-
niego argumentu operacji arytmetycznych
uzyskujemy:

ey (2) = pg(z—0),
ey (2) = pg(z+0),
e i (2) = 1y (2/b).



Traktujac 0 jako liczbg rozmyta 1 wstawiajac
do poprzednich zaleznosci uzyskujemy:
p_g(2) = po5(2) = pg(=2).
Z. kolei traktujac 1 jako liczbg rozmytg
mamy:
by 2) = kg = kg (1/z).
Dla operacji jednoargumentowych f (x)
zasada rozszerzania redukuje si¢ do postact:

po (2) 2 sup py(x),
A i@y A
przy pomocy ktorej tatwo mozemy do-

prowadziCc do poprzednio uzyskanych za-
leznosci oraz wyprowadziC nastgpne, np. z
operacja wartosci bezwzglednej 1 funkcji
eksponencjalne;:

3 () - { g (-] 220

0, z < 0,

poi(z) = pg(lnz), dla z > 0.



PRZYKLAD: Obliczmy sume, rdznice,
1loczyn 1 1loraz arytmetyczny nastgpujacych
liczb rozmytych:
A202/1+1/2+0.2/3,
B £ 03/04+1/1+0.3/2.
Potrzebne obliczenia pomocnicze przed-

stawia Tablica.
1.0Obliczenia dla liczb rozmytych.

Ty Tty r—yay xfy min\py(c),pgy)
1o 1 1 0 - 0.2
11t 2 0 1 1 0.2
12 3 -1 2 3 0.2
20 2 2 0 - 0.3
21 3 1 2 2 1
22 4 0 4 1 0.3
30 3 3 0 - 0.2
31 4 2 3 3 0.2
32 5 1 6 3 0.2




Stosujac operacje minimum jako t-normg
T, funkcje przynaleznosci dla sumy aryt-
metycznej liczb rozmytych wyznaczamy
jako supremum p 3 (x) 1 3 (y) po wszystkich
parach (z,y), ktorych suma jest rOwna z:

sup {0.2} = 0.2,

I=x+y
sup {0.2,0.3} = 0.3,
2=x+y
sup {0.2,1,0.2} =1,
3=x+y
sup {0.3,0.2} = 0.3,
d=x+y
sup {0.2} = 0.2.
S=x+y

Stad uzyskujemy ostateczng postac in-
teresujace] nas sumy:

A®B=02/1+0.3/2+1/3+0.3/4+0.2/5.

Podobnie, korzystajac z obliczen posred-
nich przedstawionych w Tablicy otrzymu-



jemy:
AcB=02/—-1+03/0+1/1+0.3/2+0.2/3,
A®B=03/0+02/1+1/2+0.2/3+
0.3/4+0.2/6,
A®B=02/0540.3/1+0.2/1.5+1/2+0.2/3.

Na podstawie definicji1 liczb rozmytych
A i B widzimy, ze reprezentuja one liczby
,,okoto 2”7 1 ,,0kolo 17, poniewaz dla tych
wartosci funkcja przynaleznosci przyjmuje
wartosc Jeden OcenlaJ ac ta sama metoda
W1d21my, ze Ao B, Ao B, A Bi A0
B reprezentuja odpowiednio nastepujace
liczby rozmyte: ,,okoto 37, ,,okoto 17, ,,okoto
2”1 ,,0koto 2”. Wyniki te s zgodne z
klasyczng arytmetyka.

Inng metoda definiowania dziatan na
liczbach rozmytych jest wykorzystanie ich
a-przekrojow. Jezeli mamy dwie liczby
rozmyte A i B, to ich a-przekroje beda
przedziatami: A, = [ay,al], Ba = [bg,b%].



Dzialania arytmetyczne na liczbach rozmy-
tych defintuyjemy poprzez dziatania na ich
a-przekrojach, o € [0, 1]:
(AVEBE) = a, +bg,a$+bg] :
(87
(Z@ E) = [min (ay — by, agy — by)

(87
max (aa — b, a — bg)],
(Z ® E)a 2 [min (a by, ag bl alby, alb7)
max (ag by, ag by, Ay by, ayby ) |
oraz dla 0 € |b,,b}]:
(Z@ E) 2 min (aa/bg,aa/bg,ag/bg,ag/bg) ,
) max(aa/bg,aa/bg,ag/bg,ag/bg).
Poniewaz na podstawie twierdzenia o
dekompozycji, zbior rozmyty jest catkowicie
okreslony przez podania jego a-przekrojow,
to powyzsze zaleznosci pozwalajq jednoz-
nacznie okresli¢c wynikowg liczbg rozmytq.



PRZYKLAD: Mamy dwie liczby rozmyte
o trojkatnych funkcjach przynaleznosci:

p(e) = pa(2;3,4,6),  pp(z) = pp(r;1,2,3).

Dla dowolnego o € [0,1] 1ch a-przekroje sg
nastepujace:
Ao =34 a,6 —2q], Bo=[14a,3—al.

Stad mamy:
(}I@E) 244 20,9 — 3a],

87

(}I@E) 2193 ql,

«

(ﬁ@é) = —3+4a+a2,18—12a+2a2 :

«

(g@g) é_B—I—Oé’G—QOé
Q 3—a 14+«

Dla dodawnia 1 odejmowania otrzymujemy
liczby rozmyte o trojkatnych funkcjach

przynaleznosci:

Y

Pisp (@) = Hiep (€:4,6,9),
Pisp @) = kisp (2:2,2,3),
a dla mnozenia 1 dzielenia, po rozwigzaniu



rownan opisujacych a-przekroje wzgledem
a otrzymujemy:

’

0, T < 3,
) 2l 35 <8,
Higp (@ — 322, 8<uwx <18,
\O, r > 18.
KO, r <1,
N;l@g(ﬂ?)—< za?_iﬁ’ 1 <z <2,
o 2<% <06,
\O, x > 0.
" A B " poB, A8

X

X

24.Arytmetyka liczb rozmytych.



Osobnym problemem w arytmetyce rozmyte;j
jest pojecie rownosci dwoch liczb rozmy-
tych. Istnieje wiele mozliwych definici,
przytoczmy dwie:

e oparta na wzajemnej odlegtosci porowny-
wanych zbiorOw oraz oparta na klasy-
cznej teori1 zbioroOw. Najprostrza metoda
porownywania zbioroOw rozmytych opisa-
nych funkcjami przynaleznosci p 4 (z) 1
up (z) jest wyznaczenie ich odleglosci
Minikowskiego:

(/\m p)l p>1,

a wskaznik rownosci zbiorOw A 1 B
definio-wany jest jako: Eq;(4,B) =
1 —d, (A, B).

e Inne podejscie do wyznaczania stopnia
rownosci zbiorOw rozmytych opiera si¢
na klasycznej definicji z teori1 zbiorow.



Wiemy, ze rOwnosc zbioréw A = B jest
rownowazna A C B1 A D B. Inkluzje
zbioréw modeluyjemy przy pomocy imp-
likacj1 rozmytej I (z,y), ktora ma nastgpu-
jaca wlasnosc: I (z,y) = 1 wtedy 1 tylko
wtedy gdy =z < y. Stad funkcje przy-
naleznosci zbioru rozmytego modelu-
jacego rownosc zbiordw A1 B definiuyjemy
jako:

wa=p) (@) = g (), pp (@) 7 I up (), pa(2)],

gdzie 7 jest t-norma T modelujacy
tacznik ,,1”°. Aby réwnosc zbiorow
zblorOw ocenia¢ przy pomocy jedne]
liczby definiujemy optymistyczny:

Eqy™ (4, B) £ supp(a_p)(), pesymisty-
S

czny: Eq)” (4,B) £ xlélgg WA—p)(z) oraz

sredni: Eq?Y (A, B) 2 1 —d,((A = B),X)
wskaznik rownosci zbiorow.



Zajmiymy si¢ problemem

wyborze z A 1 B liczby wig

padku gdy nosniki obu zbio
jest to problem trywialny.
nosniki tych zbioréw maja

porownywa-
nia liczb rozmytych. Probl

em polega na

kszej. Dla przy-
row sa roztaczne

Jednak gdy
czeSC wspolna,

to trudno poda¢ jednoznaczng metode

wybrania liczby wieksze;.

Przyktadowo

porownujac rdzenie tych liczb wigksze
warto$ci moze przyjmowac liczba A, pod-
czas gdy no$nik liczby B przyjmuje wigksze
wartosci. Podobnie jak w przypadku po-
jecia rownosci liczb rozmytych z wielu
mozliwych rozwigzan podajmy dwa:

e oparte na pomiarze odlegtosci oraz
porownywaniu a-przekrojow. Pierwsze
podejscie polega na Wyznaczemu 11czby

rozmytej C takiej ze: A
a nastgpnie przyjeciu, ze

<CiB<C,
wieksza jest

liczba ktorej odlegltos¢ Minikowskiego



do C jest mniejsza. Jako liczbe rozmyta
C wybieramy zazwyczaj C = max (2[, E)
definlowang przy pomocy zasady rozsz-
erzania:

'umax( i E) (2) = o) Insaljf()gp,y):z} {M (@) *7 pg (y)}

Ostateczne mowimy, ze A < B jezeli

dy (4,C) > dy (B,C).
e Druga metoda polega na pordwnywaniu
liczb rozmytych na podstawie ich a-
przekrojow: A, = [ag,at], Ba = [b b+]
W tym przypadku méwimy, ze A < B
jezeli af < bt dla wszystkich o € (o/, 1],
gdzie o/ jest parametrem.




13 Relacje rozmyte

Waznym uogolnieniem pojecia zbioru
rozmytego jest pojecie relacji rozmyte;j.
Relacja rozmyta R pomigdzy przestrzeni-
ami X 1 Y nazywamy rozmyty podzbidr
1loczynu kartezjanskiego X x Y, tj.:
Re F(XXY),
lub
R:XxY —|0,1],
gdzie X x Y jest lloczynem kartezjanskim
przestrzeni:
XxY2{(z,y)|zeX1yeY}.
Inaczej relacje rozmyta mozemy przed-
staw1C jako zb16r uporzadkowanych par:

R={(z,y),pr(z,y)|zeXyeY,
pr (2, y) € [0,1]}.
W notacji1 Zadeha mamy:

R = / pr(z,y) /[ (z,y).

XxY



Widzimy, ze relacja rozmyta przyporzad-
kowuje kazdej parze elementow (z,y)
okreslony stopien przynaleznosci up (z,y),
ktory interpretowany moze byc jako stopien
powigzania tych elementow.
Do podstawowych relacji rozmytych naleza
produkt (iloczyn) kartezjanski dowolnych
zbiorow rozmytych A 1 B, definiowany
nastepujaco:

paxB(T,y) 2 pa(x)*7 pp (y),
oraz koprodukt kartezjanski:

paxp (@,y) = pa(x)xs pp ().
PRZYKLAD: Jako przykiad relacji rozmyte;
zdefiniowanej na ciaglej przestrzeni poda-
jmy relacje ,,z jest podobne do 37, gdzie
r,y € R. W tym przypadku funkcja przy-
naleznosci moze miec postac:

pr (@ y) = f(lz—yl),

ogdzie funkcja f spetnia nastepujace wias-
nosci: f(0) = 11 jest nierosnacq funkcja na




0, +00). Przyktadowo mogg to by¢ funkcje
xp (= |z —u), 1/ (1+ |z — o).

F.atwo uzyskac relacj¢ ,,z jest niepodobne
do y” jako: up(z,y) =1— f(jz —y|) oraz ,,x
jest duzo wigksze od y” jako: pp(z,y) =
1 — fmax (0, —y)|.

PRZYKLAD: Zakladamy, ze nasze przestrze-
nie sq teraz dyskretne: X = {1,2,3},
Y = {2,3,4,5}. Interesuje nas relacja ,,x
jest nieco mniejsze niz y”. Stosujac notacje
Zadeha przyktadowo mamy:
R=1/(1,2)4+0.9/(1,3)4+ 0.7/ (1,4)
10.3/(1,5) +0/(2,2) +1/(2,3) +
0.8/ (2,4) + 0.4/ (2,5) + 0/ (3,2)
+0/(3,3)+1/(3,4)+ 0.6/ (3,5) .
Inacze) powyzsza relacj¢ mozemy zapisac
W postaci macierzy relacyjnej:
10.90.70.3
R=101 0804],
0 0 1 0.6

)




gdzie element o indeksach i, j jest wartos-
cig relacyi dla i-tego elementu X 1 j-tego
elementu Y.

PRZYKLAD: Jako przykiad przestrzeni
dyskretnej nieuporzadkowanej bierzemy
pod uwage: X = {morela, nektaryna}
oraz Y = {jabtko, brzoskwinia, gruszka}.
Relacje rozmyta ,,2 podobne do 3 mozemy
przyktadowo zapisac jako:
0.4 0802

R = :
0.6 0.9 0.1

L.atwo mozemy podac uogdlnienie pojecia
relacj1 rozmytej dla n wymiarow:
R=A{[(x1,22,....,xn), g (21,22, ..., Tp)]|
r1 € X, 19 € X9, ...,zpn € X},
gdzie up : Xy xXox ... xX,, — [0,1] jest funkcjq
przynaleznosci relacji rozmytej R.



Stosujac notacje zbiorow rozmytych za-
propnowang przez Zadeha mozemy napisac:

R = / wp (1,29, ..., xn)/ (T1, 29, ..., Tp) -
XX XoX...xX,

Niech R; 1 Ry oznaczajq relacje rozmyte
zdefiniowane na przestrzeniach odpowied-
nio: X x Y,Y x Z. Najczescie] stosowanymi
zlozeniami (superpozycjami) relacj1 rozmy-
tych sa:

e zlozenie supremum-7-norma (sup-T),
ktore prowadzi do relacji rozmyte] R o Ry
zdefiniowanej na przestrzeni X x Z:

RijoRgy = { ((ﬂfa z),sup |pg, (@,y) *7 1R, (¥, Z)])
yeyY
reXyeY,zeZ},
lub bezposrednio:

II’LRloRQ (.73‘7 Z) — SU‘% |:ILLR1 (.I', y) *T ILLRQ (y7 Z)} :
yEe




e zlozenie infimum-S-norma (1nf-S), ktore
prowadzi do relacji rozmyte] R, e Ry
zdefiniowanej na przestrzeni X x Z:

RieR, — { ((az, 2) ’yigy 1R, (2,9) %5 pR, (¥, Z)D '

reXyeY, zeZ},
lub bezposrednio:

/’LRl.RQ (CU, Z) — yHEng [/’LRl (CU, y) *S ILLR2 (y7 Z)} :

PRZYKLAD: Jezeli mamy nastepujace
relacje rozmyte:

0.3 0.2

0.2 0.5 0.7 |

R = : Ro=104 1 |,
0.1 03 1
i i 0.8 0.6

to stosujac zlozenie max-min element o
indeksie (1, 1) obliczamy jako:

max [0.2 A 0.3,0.5 A 0.4,0.7 A 0.8] = 0.7. Pelny
wynik zlozenia max-min oraz min-max jest



nastepujacy:

0.7 0.6 10.302
, Rie Ry =

Rio Ry = :
0.8 0.6 0.3 0.2

Szczegdlnym przypadkiem relacji rozmytej
jest tradycyjna zwigzana z funkcja y = g (2):
1, dla g (z) =y,
0, dla pozostatych.
Relacja taka ma Scisty zwigzek z wykresem
funkcj1t G,, bedacym zbiorem uporzad-
kowanych par:
Gy ={(z,y)|z € X,y = f(x) € Y},

gdzie X jest dziedzina, a Y przeciwdziedzing
funkcji g (2).

Wyznaczmy zlozenie sup-min powyzszej
relacy1 ze zbiorem rozmytym p 4 (z):

MR (ZC, y) —

HAoR (Y) = Sup A (x) A pg (2, y)]

= sup |pa(z) A
{zeX|g(z)=y} \/

sup A (x) AO] = sup  prg ().
{reX|g(z)#y} {reX]|g(z)=y}



Jezeli oprocz relacji rozmytych Ry 1 Ry
zdefinlyjemy dodatkowo relacje rozmyta R
okreslong na przestrzeni Z x U to dla zloze-
nia sup-min mozna udowodni¢ wiasnosc
tacznosci :
Ry o (Ryo R3) = (R o Ry)o Rs,
monotonicznosci:
Jezeli Ry C R to Ry o Ry C R} o Ry,
rozdzielnosci wzgledem sumy:
Ryo(RoUR3) = (R0 Ry)U(RyoRg),
oraz stabej rozdzielnosci wzglgdem przekroju:
Rio(RyNR3) C(RyoRy)N(RyoRy).
Przedstawione zlozenia relacji moga
by¢ uogdlnione na zlozenmia S-T' 1 T-8S,
definiowane nastepujaco:

LR oR, (T,2) = *S LR, (z,y) * 1R, (Y, 2)]
yeY

lu'Rl.RQ (CU, Z) — *T [/’LRl (CU, y) *S MRg (y7 Z)} :
yeyY



Dwuwymiarowa relacjarozmyta R : X x X —
0,1] jest:

o c-zwrotna, jezell up (a,a) > e, dla kazdego
a € X. Dla ¢ = 1 otrzymujemy tradycyjna
definicje zwrotnosci.

e stabo zwrotna, jezell up(a,a) > pp(a,b),
dla kazdego a,b € X,

e niezwrotna, jezelli up(a,a) = 0, dla
kazdego a € X,

o symetryczna, jezell up (a,b) = pup (b, a), dla
kazdego a,b € X,

o [-antysymetryczna,
jezell T'[up (a,b), up (b,a)] = 0, dla kazdego
a # ba,b € X, gdzie T jest t-normg; sto-
sujac t-norme Lukasiewicza otrzymujemy
warunek: pup(a,b) + pp (b,a) < 1.

o T-asymetryczna,
jezell T'[up (a,b), up (b,a)] = 0, dla kazdego
a,b e X,



o S-kompletna,
jezell S{up(a,b), up(b,a)] =1, dla kazdego
a # b;a,b € X, gdzie S jest s-normgq; stosu-
jac s-normg¢ Lukasiewicza otrzymujemy
warunek: pp(a,b) + pp (b,a) > 1.

o silnie S-kompletna, jezell up(a,b) +
up(b,a) > 1, dla kazdego a,b € X,

o T-przechodnia,jezeli T [up (a,c), pp (c,b)]
up(a,b), dla kazdego a,b,c € X. Dla t-
normy Lukasiewicza mamy: up(a,c) >
ug(a,b)+ pg(b,c) — 1.

e ujemnie S-przechodnia,
jezell ug(a,b) < Slug(a,c)ug(cb), da
kazdego a, b, c € X. Dla s-normy t.ukasie-
wicza mamy: up(a,c) < pp(a,b) + pp(b,c),

o T-S-ferrensowska, jezel
Tpg(a,b),pg(c,d)] < Slpglad), pg(c,b),
dla kazdego a,b,c,d € X. Dla t- 1 s-
normy tukasiewicza mamy: up(a,d) +
pr(c,b) = prla,b) +pg(c,d) — 1.

VAN



o T-S-polprzechodnia, jezeli
Tlpug(a,d),pr(d,b)] < Slpgla,c), ug(cb),
dla kazdego a,b,c,d € X. Dla ¢- 1 s-
normy tukasiewicza mamy: up(a,d) +
pr(d,c) = pg(a,b) +pug(d,c) — 1.

e lewostronnie liniowa jezel dla kazdego
a,b,c,d € X z warunku up(c,a) < pp(c,b)
wynika pp (d,a) < pp(d,b).

e prawostronnie liniowa jezel1 dla kazdego
a,b,c,d € X z warunku up (c,a) > up(c,b)
wynika pp (d,a) > pp(d,b).

e [iniowa jezli jest prawo- 1 lewostronnie
liniowa.

A

Definiujemy dopetnienie relacji: iz (z,y)
n|up (z,y)], relacje odwrotna: up-1(z,y) =
pr (y, =) oraz dualna: ppa(x,y) 2 nlug (y, ).
Zadeh w 1971 r. wprowadzil rozmyte
relacje rownowaznosci 1 porzadku. Uogol-
niong na przypadek rozmyty relacje rowno-
waznoscl nazwano relacjq podobienstwa.



Podobnie jak kazda relacja rownowaznosci
okresla podzial przestrzeni X na klasy
rownowaznosci, to relacja podobienstwa
okresla klasy podobienstwa. Jezelt mamy
pewna relacje podobienstwa R, to z kazdym
elementem z; ¢ X zwigzana jest pewna
klasa podobienstawa oznaczana R [z;] lub
prosto [z;]. Klasa ta jest zbiorem rozmy-
tym na przestrzeni X o nastepujace] funkcji
przynaleznosci: Rlz] (z5) = pr (x5, 25).
Relacja rozmyta R jest nazywana:
o rownowaznosci (podobienstwa) jezeli
zwrotna, symetryczna 1 przechodnia,

o turniejowa jezeli jest asymetryczna 1
kompletna,

e czesciowego wstepnego porzqdku jezel
jest zwrotna 1 przechodnia,

e czesciowego porzqdku jezeli jest an-
tysymetryczna 1 przechodnia,



e sScistego czesciowego porzqdku jezeli jest
asymetryczna 1 przechodnia,

e catkowitego wstepnego porzqdku jezeli
silnie kompletna 1 przechodnia,

e catkowitego porzqdku (liniowego porzqdku)
jezeli jest antysymetryczna, kompletna 1
przechodnia,

o scistego catkowitego porzqdku jezel jest
asymetryczna, kompletna 1 przechodnia,

e stabego porzqdku jezell jest asymetryczna
1 yyjemnie przechodnia,

o przedziatowego porzqdku jezeli jest kom-
pletna 1 ferrensowska,

e polporzqdku jezel jest kompletna, ferren-
sowska 1 potprzechodnia.



PRZYKLAD: Przyktadows relacje podo-
bienstwa S przedstawiono ponizej:

103 1 06
0.3 1 0.30.3
I 0.3 1 0.6

_0.6 0.3 0.6 1 |
Relacja ta okresla nastepujace klasy podo-

bienstwa: Sx1] = 1/x1+0.3/z9+1/23+0.6/24,
Slxol =0.3/x1 +1/29+0.3/23+ 0.3/24, S|23] =
1/x1+0.3/x9g+ 1/x3+ 0.6/x4, S|xg = 0.6/21 +

0.3/x9 4 0.6/x3 + 1/x4.

S =




14 Cylindryczne rozszerzenie
i projekcja
Cylindryczne rozszerzenie zbioru lub relacji
rozmytej pozwala uzyskac¢ zbior lub relacje
rozmytg o wigksze] wymiarowosci. Jezeli
przez A oznaczymy zbior rozmyty zdefinio-
wany na przestrzeni X, to jego cylindryczne
rozszerzenie na przestrzen X x Y jest relacja
rozmytg oznaczang Ce(A) 1 zdefiniowang
jako:

\v4 —
reX yeY :LLCe(A) (Qf, y) HA (aj> 9

lub stosujac zapis Zadeha:
Ce(d) = [ nala)/ (v,

XxY

Pojecie cylindrycznego rozszerzania
tatwo uogdlni¢ na przypadek wielowymia-
rowy. Niech dana bedzie n-wymiarowa
przestrzen X = X; x Xy x ... x X,,, ktore;
elementami sq z = (x, z9..., ).
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25.Cylindryczne  rozszerzenie  zbioru
rozmytego.

Oznaczmy przez (m) = (i, i9,...,im) pOd-
ciag indeksow (1,2,....,n) a przez L() =
(zi,, iy, -, 74, ), Dedacych elementami prze-
strzeni Xim) = Xy x X, x o x X o Zwrocmy
uwage, ze X = X,,) x X5, gdzie (m) jest
zbiorem indeksow komplementarnym do
(m). Jezeli mamy teraz relacje rozmyta

R zdefiniowang na przestrzeni X,,), to jej
cylindryczne rozszerzenie na przestrzen X
oznaczane Ce(R) dane jest przez:

@& Hee(R) (Z) = KR (£<m)) ,



lub w notacj1 Zadeha:

CC(R) ://LR (xil,xi2,...,xim)/(xl,...,a:n).
X

Czyl1 cylindryczne rozszerzenie jest metoda
uzyskania n wymiarowej relacji rozmyte;
na podstawie relacji m wymiarowej, gdzie

m < n.

PRZYKLAD: Dokonajmy cylindrycznego
rozszerzenia zbioru rozmytego z poprzed-
niego Przyktadu. Niech przestrzen Y = {1, 2}
wOwCZas mamy:
B=01/(1,1)+1/(2,1)40.9/(3,1)
10.8/ (4,1) + 0.5/ (5,1) + 0.2/ (6,1) +
0.1/(1,2) +1/(2,2) + 0.9/ (3,2)
+0.8/(4,2) + 0.5/ (5,2) 4+ 0.2/ (6,2).
W pewnym sensie operacjq przeciwng do
cylindrycznego rozszerzenia jest projekcja
relacji rozmyte;.



Jezeli oznaczymy n wymiarowq relacje

rozmyta na przestrzeni X przez R, to j€j
projekcje na przestrzen X, defintujemy
jako:

v HProjx, (R (£ )Z sup  pp (),
Z (1) EX ) Iy (1) ) Z (7)€ X i)
lub w notacj1 Zadeha:
PI'O_].X (m) (R) =
= / sup  pp (..., Tn) /($i1,$i2, ,:czm) .
< Z(m) €EX(7)
(

2 ()

Czyli projekcja jest metoda uzyskania m
wymiarowej relacji rozmyte) na podstawie
relacji » wymiarowej, gdzie m < n. Pro-
jekcja relacji rozmyte) moze byc¢ takze rozu-
miana jako szczegdlny przypadek zlozenia



sup-t-norma T
MPron(m)(R) (z(m)) —

B @(ﬁjlel%(m) {ILLXW (&(m) TR (&(m),g(m)} !

gdzie px - (Q(m)) jest specjalnym zbiorem
rozmytym posiadajacym funkcje przy-
naleznosci rowng 1 dla calej przestrzeni
()

W dwuwymiarowym przypadku mamy
zb10r B zdefiniowany na przestrzeni X x Y 1
jego projekcje na przestrzen X:

Projx (B) = / suppp (¢,Y) /2,
yeyY

1 projekcje na przestrzen Y:
Projy (B) = / supup (2,Y) /y.

reX
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26.Projekcja zbioru rozmytego.

Dokonajmy projekcji relacji rozmytej R
okreslonej na przestrzeni1 X x Y z poprzed-
niego Przyktadu:
Projx (R) = (0.4 v 0.8 vV 0.2) /morela
+(0.6 V0.9V 0.1) /nektaryna,
Projy (R) = (0.4 v 0.6) /jablko
+ (0.8 v 0.9) /brzoskwinia
+(0.2 Vv 0.1) /gruszka.



