8 Podzial norm trojkatnych

O t-normie T mOwimy, ze jest:

e ciqgila jezell funkcja T jest ciagla na
0,1] x [0,1],

e Scista jezeli funkcja T jest scisle mono-
toniczna,

e archimedesowska jezell T (z,z) < z dla
kazdego x € (0,1).

Podobnie 0 s-normie S mowimy, ze jest:

e ciqgila jezeli funkcja S jest ciggla na
0,1] x [0, 1],

e scista jezell funkcja S jest scisle mono-
toniczna,

o archimedesowska jezell S (z,z) > x dla
kazdego x € (0,1).

t-norma M jest ciaggla ale nie jest archime-
desowska, natomiast 11 1 W sg ciagle 1
archimedesowskie.



t-norma, Z nie jest ciggla 1 jest archime-
desowska.

s-norma M’ jest ciaggla ale nie jest archime-
desowska, natomiast I’ 1 W’ sg cilagte 1
archimedesowskie.

s-norma, Z' nie jest ciagta 1 jest archime-
desowska.

Element x € (0, 1] nazywany jest zerowym
dzielnikiem t-normy T jezeli istnieje ele-
ment y ¢ (0,1] taki, ze T (z,y) = 0. Dla
t-normy M zbi0r zerowych dzielnikow jest
zbiorem pustym, a dla Z jest odcinkiem
0,1).

Mowimy, ze t-norma T spelnia prawo
wyrownywania jezell T (z,y) = T (z,2) 1
z € (0,1 implikuje y = 2. Zauwazmy, ze
t-norma II spelnia a M nie speinia prawa
wyrownywania.



Dla dowolnej t-normy T 1 s-normy S
obow13zuja nastgpujace nierOwnosci:

{Z(fmy) <T(z,y) < M (z,y),

it M (a,y) < S(z.y) < Z' (z.1).

r€(0,1]y€(0,1]

Dodatkowo zachodz1 W < II, W < minq,
"< W'1max; < W',

Niech 1,9 : [0,1] x [0,1] — [0, 1] bedq mierzal-
nymi dwuargumentowymi operacjami na
0,1]. Pseudometryczna odlegtos¢ pomiedzy
operacjq ;1 x9 jest obliczana nastgpujaco:

1 1
d(*17*2)é//\ﬂ?*ly—ﬂf*w\dﬂidy-
0 0

Dla operacji 251y = 01 z4xy = 1
dla wszystkich z,y € [0,1] otrzymujemy
d (x1,*9) = 1.

d(z,7") = 1, gdzie Z 1 Z' oznaczajq
produkt 1 sume¢ drastyczna.



Operacje [0, 1]> — [0, 1] mozemy podzieli¢ na
trzy klasy:
e produkty (Z <T < M),
o Srednie (M < x4 < M),
o sumy (M' < S < 7).
W klasie operacji usredniania wystgpujq
znane operatory dla z,y € [0, 1], t].:
e Srednia arytmetyczna: z .,y = (z +y) /2,
e Srednia geometryczna: =+, y = /7y,

e Srednia harmoniczna: zx,y = (2zy) / (z + y).

9 Operacje parametryczne

e funkcje Franka:
(7 = 1) (s¥ — 1)

s—1 ’
(51_5’3 = 1) (sl_y — 1)_

s —1 ’

Ts (377 y) = log, |1+

Ss(z,y) =1—logg |1+

gdzie parametr s € R, s > 0, s # 1.



Jako szczegolne przypadki norm Franka
otrzymujemy:

Ty (x,y) = im T (x,y) = min (z,y) = M(z,y),

s—0

T (z,y) = limTs (z,y) = zy = l(z, y),

s—1
T (x,y) = S111(1&1(31} (z,y) =max (z +y — 1,0)
= Wi(z,y),
oraz podobnie dla s-norm:

So (@,y) = lim Ss (2, y) = max (z,y) = M (z,y),
S1(w,y) = im s (z,y) =2 +y — 2y = ' (x,y),

Soo (,y) = lim Ss(z,y) = min(z+y,1) = W (z,y,

§—00 ’

e funkcje Yagera:
Ty (w,9) =1 - min {1,[(1 - 2)? + (1 = )7},

1
Sq (z,y) = min {1, (27 + yq)ﬂ ,
gdzie parametr g € RT.
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20.Wykorzystanie parametrycznych

operacji Yagera do wyznaczania sumy,
1loczynu 1 dopeiniania zbiorow rozmytych.

e funkcje Dubois’a i Prade’a:

LY
T p—

« (SE, y) max <£I?, Y, (34)7
r+1y—xy —min (x,y, 1 — )
g _

a (,9) min (1 — z,1 —y, )
gdzie parametr o € [0, 1].

)



o funkcje Schweizera i Sklara:
Ty(z,y)=1—-[1—2)"+ (1 -y
(1= 2 (1= y)P
Sp(@,y) = (a? +yP — aPyP)r,
gdzie parametr p € R™.
o funkcje Hamacher a:

—1
Sﬁ (z,y) = & ﬁ);:;y—l——l_lx +y7

gdzie parametr o € RTU {0}, 8 € [-1,0).

e funkcje Dombiego:
T (z,y) =

Q=

gdzie o > 0.
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21.0peracja skompensowanego 1.
e funkcje Sugeno:
To (2,y) = max{0, (1 +a) (z +y — 1) — azy},

Sa(z,y) = min{l,a+b— azy},
gdzie a > —1.
e ,,skompensowane I”” bedace uogdlnieniem
operacjl t-normy 1 s-normy.
Rodzaje tej operacji: wykladniczy @%@
oraz oparty na wypuklej kombinacji @(ﬁ :
ol (w,y) 2 [T () V(S (2 )7

O () 2 (1= )T (z,y) + 7S (2,9),
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22.Rodziny funkcji Sugeno (po lewej) 1

Yagera (po prawej).
gdzie v € [0, 1].
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Parametryczne rodziny negacii:

e funkcje Sugeno:

Ny (z) =

1l —x
1+ Mz’

gdzie parametr \ > —1.

e funkcje Yagera:

N (z) =
gdzie parametr s > 0.

1
(1—x%)s,




10 Dualnosc¢ i inne wlasnosci
norm trojkatnych

Jezell t-norma T, s-norma S 1 silna negacja
n speinia prawa deMorgana, tj.:
o n|T (z,y)] = Sn(z),n(y),
x,y€(0,1]

S (z,y)] = Tn(z),n(y)
to trojke (T, S,n) nazywamy trdjkq deMor-
gana, aT 1 S sq wzajemnie n-dualne.
Przedstawione poprzednio t-normy 1
s-normy sq wzajemnie dualne jezeli stosu-
jemy w standardowa negacje N(z) =1 — z.
ldempotentnosc¢ dla zbiorow rozmytych
majq dla kazdego x < [0, 1] postac:
T(x,x) ==,
S(x,x) = .
Mozna udowodnic, ze T jest idempotentne
wtedy 1 tylko wtedy gdy 7" = min, 1 S jest
idempotentne wtedy 1 tylko wtedy gdy

S = max.



Prawa absorpcji moga bycC zapisane dla

kazdego x € [0, 1] nastepujaco:
TS (z,y), 2| ==,
ST (x,y),x| = =x.

Pierwsze z rOwnan jest spetnione wtedy 1
tylko wtedy gdy T' = min, drugie wtedy 1
tylko wtedy gdy S = max.

/. kole1 prawa rozdzielnosci mozemy
zapisac dla kazdego x < [0, 1] jako:

Slz, T(y,2)l =T[5 (z,y),5 (z,2)],
Tlz,5(y,2)| = ST (x,y), T (z,2)].

Mozna udowodni¢, ze podobnie jak w
poprzednich wypadkach pierwsze z rOwnan
jest spetnione wtedy 1 tylko wtedy gdy
T = min, drugie wtedy 1 tylko wtedy gdy
S = max.

Prawa wylqczonego srodka 1 zaprzeczenia
przyymuja dla kazdego z € [0, 1] postac:

Tz, N (z)] = 0,
Slz, N (z)] =1,

gdzie N oznacza standardowq negacje.



Jako przyktady t-norm dla ktorych
spetniona jest pierwsze rOwnanie mozemy
podac: W, ming, Z, oraz s-norm dla
ktorych drugie rownanie jest spetnione:
W', maxy, Z'.

Wilasnosci identycznos$ci przyjmujq dla
kazdego z € [0, 1] postac:

T(x,0)=0, T (x,1) = «x,

S(x,0)=x, S(z,1) =1,
1 sg spelnione dla dowolnych norm trojkat-
nych, co wynika z ich aksjomatow (warunkow
brzegowych).



